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ABSTRACT 
In this study, axially polynomial functionally graded non linear Euler-Bernoulli beam is 
analyzed. Hamilton’s principle is used for obtaining the equation of motion of the beam. The 
equation of motion is nondimensionalized for convenience. Natural frequencies and non 
linear frequencies are obtained using Perturbation (Multiple Time Scales) and Differential 
Quadrature Method (DQM). 
ÖZET 
Bu çalışmada, polinomiyal fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden (FDM) non-lineer 
Euler- Bernoulli kirişi ele alınmıştır. Hamilton prensibi ile hareket denklemi elde edilerek, 
denklem boyutsuzlaştırılmıştır. Çok Zaman Ölçekli Perturbasyon yöntemi ve Diferansiyel 
Kareselleştirme yöntemi ile kirişin lineer ve non-lineer doğal frekansları elde edilmiştir. 
 
GİRİŞ 
Bir kompozit türü olan fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeler teknolojinin gelişimi ile 
birlikte yaygın olarak üretilmeye ve kullanılmaya başlamış ve kullanım alanları artmıştır. 
FDM’lerde malzeme özellikleri homojen değildir, belli bir fonksiyona bağlı yavaşça ve 
kademeli olarak değişmektedir. Bu malzemeler, bileşenlerini termal şoka ve yüksek oranda 
gerilmeye karşı korumak ve aşınma direncini artırmak amacı ile üretilmiştir[1-2]. 
 
Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemelerden kirişlerde malzeme özelliklerindeki değişim ya 
kesit alanı boyunca ya da kiriş boyunca gerçekleşir. Birçok araştırmacı, çalışmalarında kirişin 
malzeme özelliklerinin değişimini kiriş kesit alanı boyunca ele almıştır[3-26]. 
Araştırmacıların bir kısmı da kirişteki malzeme özelliği değişimini kiriş boyunca almıştır [27-
38]. Kirişlerdeki malzeme özelliklerinin değişimiliteratürde bazı fonksiyonlar ile 
verilmektedir. Kuvvet yasası, kesit alanı boyunca malzeme özelliği değişiminde literatürde en 
çok karşımıza çıkan fonksiyondur[6-16]. 
 
Eksenel olarak fonksiyonel derecelendirilmiş kirişler ele alınırken, kesit alanındaki değişimde 
olduğu gibi kiriş boyunca malzeme değişiminde de yaygın olarak kuvvet yasası dikkate 
alınmıştır [21,25,27]. Malzeme özelliklerinin kiriş boyunca değişimi, kuvvet yasasının yanı 
sıra üstel[29,39],trigonometrik[17] fonksiyonlar ve belirlenmiş polinomlara [19-20,23] göre 
de ele alınmıştır. Bazı çalışmalarda malzeme değişimi, hem kesit alanı boyunca hem de kiriş 
boyunca alınmıştır[13,40].  
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Literatürde yaygın olarak fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden lineer Euler-Bernoulli 
ve Timoshenko kirişlerinin statik analizleri, serbest titreşimleri ve zorlamalı titreşim analizleri 
ele alınmıştır. Kiriş modelleri için Lagrange çarpanı[15], Navier denklemleri[11], Fredholm 
integral yaklaşımı[13], Newmark𝛽  yöntemi [14,25], Sonlu elemanlar yöntemi [14-15,19],  
HaarWavelts yöntemi [17], Diferansiyel transform metodu[20], kuvvet serileri [25], Rayleigh-
Ritz yöntemi [26] gibi literatürde bilinen birçok yöntem kullanılmıştır. 
 
Bu çalışmamızda, non-lineer Euler-Bernoulli kiriş modeli, malzeme özellikleri kiriş boyunca 
polinomial olarak değiştiği kabulü ile ele alınmıştır. Lineer ve non lineer doğal frekansların 
hesabı için Perturbasyon (Çok zaman ölçekli metot) ve Diferansiyel Kareselleştirme 
Yöntemi(DQM) birlikte kullanılmıştır. 
 
HAREKET DENKLEMİNİN ELDE EDİLMESİ 
 









 𝑢?̂? = ?̂?(?̂?, ?̂?) (2) 
Burada 𝑥 ̂boyuna koordinatı, ?̂? enine koordinatı ve  ?̂? ise zamanı göstermektedir. Ayrıca ?̂? =















Hamilton prensibine göre[43-45], 
 




dır. Burada 𝛿𝑈 virtüel potansiyel enerji,  −𝛿𝐾 virtüel kinetik enerji ve  𝛿 varyasyonal 
operatördür. Non-lineer Euler-Bernoulli kirişinin hareket denklemi Hamilton prensibi 





















Burada, 𝒎𝟎 ve 𝒎𝟏 katsayıları 
 
𝑚0 = ∫ ?̂?(?̂?)𝑑𝐴
𝐴
= ?̂?(?̂?)𝐴, (6.a) 
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Literatürde bazı çalışmalarda iki boyutlu bünye denklemleri kullanılmıştır [46-48]. Bu 











































Burada, ?̂? = ?̂?(?̂?) Young modülü, 𝑨 ve  𝑰  kirişin kesit alanı ve atalet momentidir. ( ̂ ) 




Malzeme ve geometri bağımlılığından kurtularak evrensel sonuçlar elde etmek için aşağıda 
















Burada 𝑟 atalet yarıçapı, 𝐿 kiriş boyu, 𝜌0 kirişin başlangıç ucundaki malzemenin yoğunluğu, 
 𝐸0 kirişin başlangıç ucundaki malzemenin Young modülüdür. Yukarıda verilen boyutsuz 
terimler hareket denkleminde yerine yazarak aşağıdaki boyutsuz hareket denklemi elde edilir; 














≪ 1. Matematik modelde yer alan  narinlik katsayısına karşılık 
gelmektedir. Denkleme sonradan yapay olarak eklenmemiştir ve fiziki anlama sahiptir. 
Denklemde yer alan diğer katsayılar, 








şeklinde elde edilir. 
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PERTUBASYON VE DİFERANSİYEL KARESELLEŞTİRME YÖNTEMİ İLE 
ÇÖZÜM 
 
Kirişin elde edilen hareket denkleminin çözümü için Perturbasyon yöntemi kullanılacaktır. 
Deplasmanın perturbatif açılımı, 
 𝑤(𝑥, 𝑇0, 𝑇1; ) = 𝑤0(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) + 𝑤1(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) + ⋯  (11)
 
Şeklindedir [41]. Burada , 𝑇0 = 𝑡ve 𝑇1 = 𝑡dır. Zamana göre türevin mertebelendirilmesi 
aşağıdaki şekildedir [41]; 
 𝜕
𝜕𝑡




2 + 2 𝐷0𝐷1 +⋯ 
(12) 
Verilen perturbatif açılımlar hareket denkleminde yerine yazılarak, denklem mertebelerine 
aşağıdaki şekilde ayrılır; 




′′ = 0 (13) 
















Bir mertebesi çözümü, 




Şeklindedir. Burada 𝜔𝑛 doğal frekanslar, 𝐵𝑛 hareket genlikleri ve 𝑋𝑛 = 𝑋𝑛(𝑥)  şekil 






2𝑋𝑛 = 0 (16)
 
Kiriş için iki sınır şartı aşağıdaki şekildedir. 
 𝑋𝑛
′′(1) = 𝑋𝑛
′′(0) = 0 ve 𝑋𝑛(1) = 𝑋𝑛(0) = 0 basit-basit  (17a)
 
 𝑋𝑛
′ (1) = 𝑋𝑛
′ (0) = 0 ve  𝑋𝑛(1) = 𝑋𝑛(0) = 0 ankastre-ankastre (17b) 
 
Denklem (16) değişken katsayılı lineer adi diferansiyel denklemdir. Ve bu denklemin çözümü 
analitik olarak mümkün değildir. 
 
Denk.(17) ile verilen sınır şartları altında değişken katsayılı dördüncü mertebeden lineer adi 
diferansiyel denklemin çözümü için Diferansiyel Kareselleştirme yöntemi kullanılmıştır. 
Diferansiyel Kareselleştirme yönteminde problem çözüm kümesinde S tane grid noktasında 
diskritize edilir ve fonksiyon türevleri her bir noktadaki lineer ağırlık fonksiyonlarının 
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,   𝑖 = 1,2, … 𝑆 (19) 
şeklindedir ve burada 𝑚 türev mertebesidir. 𝐶𝑖𝑗
(𝑚)
, 𝑖, 𝑗 = 1,2…𝑆   𝑚. mertebeden türev için her 
bir 𝑥𝑖 noktasındaki ağırlık katsayılarıdır. Ağırlık katsayılarının hesabında aşağıdaki eşitlikler 
kullanılmaktadır [42]: 
 





𝑀(1)(𝑥𝑖) = ∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
𝑆
𝑗=1,𝑖≠𝑗
























, 𝑖 = 1,2,… , 𝑆 (24) 
 (18)-(24) numaralı denklemlerle verilen eşitlikleri Denk. (19)’de yerine yazarak, aşağıdaki 
















2𝑚(𝑥𝑖)𝑤𝑖 = 0  , 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁 
(25) 
(18)-(24) numaralı denklemlerle verilen eşitlikleri Denk. (17)’de yerine yazarak, sınır şartları 
aşağıdaki şekilde diskritize edilir. 
Basit-basit mesnet şartı 




𝑗=2 = 0 




𝑗=2 = 0 
(26) 
Ve burada; 
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Ankastre –ankastre mesnet şartı 




𝑗=2 = 0 




𝑗=2 = 0 
(28) 
Ve burada; 



































































2𝑚(𝑥𝑖)𝑤𝑖 = 0  , 𝑖 = 3, … , 𝑆 − 2 
(30) 
(N-4) tane eşitlikten oluşan bir lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Denk.(30) ile 
verilen denklemin çözümünden 𝜔𝑛 doğal frekanslar ve 𝑋𝑛 = 𝑋𝑛(𝑥)  şekil fonksiyonları elde 
edilir. 



























 𝑂( ) mertebe çözümü aşağıdaki şekilde verilmiştir, 
Sınır1 ve Çevik2  
712 XX. Ulusal Mekanik Kongresi 
 𝑤1(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) = 𝜑𝑛(𝑥, 𝑇1)𝑒
𝑖𝜔𝑛𝑇0 +𝑊(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) + 𝑐𝑐 (32)
 
Burada 𝑊(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) seküler olmayan terimlerden gelen çözüm kısmıdır. 𝜑𝑛 seküler 
terimlerden gelen çözümü gösterir. 𝑤1 çözümünü 𝑂( ) mertebesindeki denklemde yerine 




























′′(0) = 0 and 𝜑𝑛(1) = 𝜑𝑛(0) = 0 basit-basit mesnet (34a)
 
 𝜑𝑛
′ (1) = 𝜑𝑛
′ (0) = 0 and  𝜑𝑛(1) = 𝜑𝑛(0) = 0 ankastre-akastre 
mesnet 
(34b) 








2?̅?𝑛 = 0 (35)
 
 













































şeklindedir. Denk. (37) ‘yi Denk. (35) yerine yazıp reel ve sanal kısımları ayrıştırırsak,  
 𝐷1𝑏𝑛 = 0 (38a) 
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3 = 0 
(38a) 
 
Reel kısmın çözümünden (Denk.(38a)), 𝑏𝑛 = 𝑏0 olarak elde edilir. Denk.(38) ile verilen 
denklem sisteminin çözümünden non-lineerliğin doğal frekansa etkisi 𝛽𝑛 elde edilir. 
 

















Sonuç olarak çözüm fonksiyonu aşağıdaki şekilde ifade edilir; 
 




𝑖𝛽𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑘𝑒)𝑋𝑛(𝑥) 











2)𝑇1𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑘𝑒)𝑋𝑛(𝑥) 

















Non-lineer Euler-Bernoulli kirişi için malzeme özelliklerinin polinomiyal olarak değiştiği üç 
durum göz önüne alınmıştır. Aşağıda verilen boyutsuz polinomlar yoğunluk ve Young 
Modülü özelliklerindeki değişimi göstermektedir. 
 
1.durum: Malzeme yoğunluğunun sabit olduğu duruma karşılık özelleştirilmiş Young 
Modülü durumu[11] 
 





2.durum: Malzeme yoğunluğunun lineer değişimine karşılık özelleştirilmiş Young 
Modülünün olduğu durum[11] 
 
 





3.durum: Malzeme yoğunluğunun parabolik değişimine karşılık özelleştirilmiş Young 
Modülünün olduğu durum[11] 
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Çizelge 1. 𝜌(𝑥) = 1  durumu için basit-basit mesnetli kirişin lineer doğal frekansları 
 n 𝜔𝑛   
 1 58.1720   
 2 232.5303   
 3 523.0285   
 
Çizelge 2. 𝜌(𝑥) = 1  durumu için ankastre-ankastre mesnetli kirişin lineer doğal frekansları 
 n 𝜔𝑛   
 1 132.0307   
 2 363.4562   
 3 712.1312   
 
Çizelge 3. 𝜌(𝑥) = 1 + 𝑥  durumu için basit-basit mesnetli kirişin lineer doğal frekansları 
 n 𝜔𝑛   
 1 77.1653   
 2 309.7661   
 3 697.5024   
 
Çizelge 4. 𝜌(𝑥) = 1 + 𝑥  durumu için ankastre-ankastre mesnetli  
kirişin lineer doğal frekansları 
 n 𝜔𝑛   
 1 174.7482   
 2 483.0959   
 3 948.3026   
 
Çizelge 5. 𝜌(𝑥) = 1,5954 + 0.04𝑥 + 𝑥2    durumu için basit-basit mesnetli  
kirişin lineer doğal frekansları 
 n 𝜔𝑛   
 1 88.9472   
 2 353.3084   
 3 793.9631   
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Çizelge 6. 𝜌(𝑥) = 1,5954 + 0.04𝑥 + 𝑥2    durumu için ankastre-ankastre mesnetli 
 kirişin lineer doğal frekansları 
 n 𝜔𝑛   
 1 202.0563   
 2 553.7392   
 3 1082.8914   
 
 
Çizelgelerde basit-basit ve ankastre-ankastre mesnet şartları için Diferansiyel Kareselleştirme 
Yöntemi ile elde edilen lineer doğal frekanslar verilmiştir. 
 











Şekil 1. 𝜌(𝑥) = 1  durumu için basit-basit mesnetli kirişin  
lineer ve non-lineer frekanslarının genlikle değişimi 
 
 











Şekil 2. 𝜌(𝑥) = 1 + 𝑥  durumu için basit-basit mesnetli kirişin  
lineer ve non-lineer frekanslarının genlikle değişimi 
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Şekil 3. 𝜌(𝑥) = 1,5954 + 0.04𝑥 + 𝑥2  durumu için basit-basit mesnetli kirişin  
lineer ve non-lineer frekanslarının genlikle değişimi 
 
Şekil 1, Şekil 2 ve Şekil 3de basit-basit mesnetli kirişin üç farklı malzeme değişimine göre 
lineer ve non-lineer doğal frekanslarının genlikle değişimleri verilmiştir. 
 











Şekil 4. 𝜌(𝑥) = 1  durumu için ankastre-ankastre mesnetli kirişin  
lineer ve non-lineer frekanslarının genlikle değişimi 











Şekil 5. 𝜌(𝑥) = 1 + 𝑥  durumu için ankastre-ankastre mesnetli kirişin  
lineer ve non-lineer frekanslarının genlikle değişimi 
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Şekil 5. 𝜌(𝑥) = 1,5954 + 0.04𝑥 + 𝑥2   durumu için ankastre-ankastre mesnetli kirişin  
lineer ve non-lineer frekanslarının genlikle değişimi 
 
Şekil 4, Şekil 5 ve Şekil 6’da basit-basit mesnetli kirişin üç farklı malzeme değişimine göre 
lineer ve non-lineer doğal frekanslarının genlikle değişimleri verilmiştir. 
 
SONUÇLAR 
Eksenel olarak polinomiyal fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden (FDM) imal edilmiş 
non-lineer Euler- Bernoulli kirişi ele alınmıştır. Hamilton prensibi ile hareket denklemi elde 
edilerek, denklem literatürde bilinen terimlerden farklı terimlere göre boyutsuzlaştırılmıştır. 
Yapılan boyutsuzlaştırma sonrasında non-lineer terimlerin başında fiziksel olarak anlamlı  
parametresi gelmiştir. Kirişin serbest titreşim analizi Çok Zaman Ölçekli Perturbasyon 
Yöntemi ve Diferansiyel Kareselleştirme Yöntemi ile yapılmıştır. Çok Zaman Ölçekli 
Perturbasyon Yöntemi ve Diferansiyel Kareselleştirme Yöntemi literatürde yeni olarak 
birlikte kullanılmıştır. Üç farklı polinomiyal fonksiyon ve iki farklı mesnet durumlarında 
lineer doğal frekans tabloları ile her bir durum için lineer ve non-lineer fonksiyonların 
genlikle değişim grafikleri verilmiştir. 
 
EK: 
Young Modülü için verilen polinomların katsayıları aşağıdaki şekilde verilmiştir [11]. 
𝑏00 = 26,  𝑏01 = 16,   𝑏02 = 6, 𝑏03 = −4, 𝑏04 = 1, 
𝑏10 = 64.8,  𝑏11 = 42.8,   𝑏12 = 20.8, 𝑏13 = −1.2,  𝑏14 = −2.2, 𝑏15 = 1,  
𝑏20 = 108.4888,  𝑏21 = 71.9746,   𝑏22 = 35.4605, 𝑏23 = −1.0537,  𝑏24 = 6.2634, 𝑏25 =
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